
 

 

Relati
nation
 
Peter H
1Universit
2Universit
4Harvard U
For corres
 
 

Ab
Fle
ibi
we
ch
Ho
str
m
be
 
Ke
 
 

Introduc
 
While th
Heinze, 
Dooren,
other  sc
tween fl
we com
grade 11
 
Flexibili
and the 
& Star, 2
strategie
more eff
procedu
icy docu
levels of
Council 
 
When st
other m
ally foun

ionship b
nal exam

Hästö1,2,*, Riik
y of Turku, Dep
y of Oulu, Depa
University, Facu
pondence: pete

bstract 
exibility is an im
ility in linear eq
ere 149 Finnish 
hemistry, and m
owever, when c
ry grade were re
athematics and
etween flexibilit

eywords: flexib

ction & theo

here has been
Star,& Vers
 2009), less a
chool subject
exibility and
pare  the res
1 with their r

ty in mathem
ability to cho
2007; Star & 
es that are op
ficient, elega
ural knowled
uments acros
f mathemati
of Chief Stat

tudents exhib
athematical 
nd to influen

between
minations

kka Palkki2,
partment of Mat
artment of Math
ulty of Educatio
r.hasto@oulu.fi 

mportant eleme
quation solving 
high‐school stu

mother tongue, a
controlling for a
elated to flexibil
 physics exams
ty and grade.  

bility; equation s

ory 

n a great dea
schaffel, 2009
attention has
ts and mathe
d students’ fu
ults of high 
results from t

matical probl
oose the mos
Rittle‐Johns
ptimally ma
nt, or effectiv
dge (Schneide
ss several co
ics  instructio
te School Off

bit flexibility
domains? Re
nce procedur

 mathem
s 

, Dimitri Tu
thematics and S
hematical Scienc
on 

ent in learning m
predicts future

udents. Results s
as well as the to
accuracy in equ
lity. On the othe
. A theoretical a

solving; nationa

al of research
9; Star & Rit
 been paid to
ematics mor
uture problem
school stud
the national 

lem solving 
st mathemati
son, 2008). H
tched to the
ve solution).
er, Rittle‐Joh
ountries sugg
on  (e.g., Nati
ficers, 2010; O

y in one math
ecent researc
ral and conce

matical fle

uomela2, Jon
Statistics 
ces 

mathematics. Th
e academic achie
show that flexib
otal number of 
ation solving, o
er hand, flexibili
analysis shows 

al matriculation

h about math
ttle‐Johnson,
o the effects 
e generally. 
m solving. In
ents’  flexibil
matriculatio

has been def
ically approp
Here, mathem
 characterist
 Flexibility is
hnson, & Star
gest  that  flex
ional Govern
Opetushallit

hematical do
ch has not ex
eptual know

European Jou
Vol. 7, No. 1, 

exibility 

n R. Star3 

he purpose of th
evement in mat
bility was related
exams taken in

only basic level m
ity had an impa
that student sel

 examination; st

hematical fle
, 2008; Versc
of mathemat
Of particula

n this study, w
lity  in a  line
on examinatio

fined as the 
priate strateg
matically app
tics or featur
s related to, b
r, 2011). Num
xibility shou
nors Associa
tus, 2015).  

main, do the
xplored this 
ledge; Rittle

urnal of Science an
2019 , 1‐13 

and suc

his study was to
thematics and o
d to grades in b
n the national m
mathematics an
act on students’ 
lection may ma

tudent choice 

exibility (see
chaffel, Luw
tical flexibili
ar  interest  is
we address t
ar equation 
on 1–2 years

knowledge o
gy for a given
propriate refe
res of a task 
but distinct f
merous resea
uld be an  ins
ation Center 

ey subsequen
issue. Flexib
‐Johnson, Sta

nd Mathematics 

ccess in  

o investigate wh
other subjects. P
oth tracks of ma
matriculation ex
nd, to some deg
choice to partic
ask part of the r

e, e.g., Barood
wel, Torbeyns
ty on achiev
s  the  relation
this issue. Co
solving  test 
 later. 

of multiple s
n task (Rittle
ers to the str
(and thus p
from, concep
arch reports 
structional go
for Best Pra

ntly perform 
bility has bee
ar & Durkin 

Education 

hether flex‐
Participants 
athematics, 
xamination. 
ree, chemi‐
ipate in the 
elationship 

dy, 2003; 
s, & Van 
vement in 
nship be‐
oncretely, 
taken  in 

strategies 
‐Johnson 
rategy or 
roduce a 
ptual and 
and pol‐
oal at all 
actices & 

better in 
en gener‐
(2012, p. 



2 European Journal of Science and Mathematics Education Vol. 7, No. 1, 2019 

 

446) found that pre‐test flexibility had a high correlation to procedural and conceptual knowledge in a 
post‐test  and  a  moderate  correlation  with  the  same  variables  in  a  delayed  post‐test.  Relatedly, 
Schneider et al. (2011) found that procedural and conceptual knowledge of equations influenced future 
procedural flexibility, as well as procedural and conceptual knowledge, in the same area. A study by 
McMullen  et al.  (2017) explored a  similar  relationship,  finding  that adaptive number knowledge  (a 
facet of flexibility) was related to future pre‐algebra skills even while controlling for prior arithmetic 
fluency, grade level and conceptual knowledge.  
 
Based on prior  research on  flexibility  (e.g., Star & Rittle‐Johnson, 2008; Xu, Liu, Star, Wang, Liu & 
Zhen, 2017), we distinguish between students’ knowledge of strategies and the ability to implement or 
use  strategies  on  given problems. Drawing upon  this distinction, we use  the  following definitions 
related to flexibility.  
 
A  flexibility‐eligible  task  is a  task  that can be solved  in several different ways,  including both by 
standard and non‐standard strategies. On a flexibility‐eligible task, a student who satisfies all of the 
following criteria is said to be flexible: 

(a) Knows at least one standard strategy. 
(b) Knows at least one mathematically appropriate non‐standard strategy. 
(c) Can determine the strategy that is more mathematically appropriate for the task. 

In addition, a flexible student is spontaneously flexibility if he/she: 
(d) Uses unprompted the more mathematically appropriate strategy when solving the task. 

In this study, we explore the relation between students’ flexibility and their future exam achievement. 
Our research question asks: Do Finnish students who demonstrate flexibility in linear equation solving 
subsequently exhibit greater proficiency in the national matriculation exam in mathematics and other 
subjects?   
 
Method 
 
Participants and data sets.  
In the spring of 2016, we collected data on flexibility in linear equations solving from students across 
multiple grade  levels and tracks (described  in more depth below). The flexibility data  is based on a 
convenience sample. Participating schools were diverse  in size and geographic  location  (both  rural 
and urban).  
 
The present study draws from a subset of this larger dataset, using data of those 11th grade students 
(݊ ൌ 164) who participated in at least one matriculation examination between the spring of 2016 and 
the spring of 2018 (݊ ൌ 149).  
 
The final exam in Finnish high schools is called the matriculation examination (described below). Data 
on all participants in target schools in the matriculation examinations as of the spring 2018 were ob‐
tained from the Matriculation Examination Board. It was combined with the flexibility data by com‐
paring participant names and  schools, which uniquely  identified  the  individuals  in  the  study. The 
total number of tests taken by the students in our sample is shown in Table 1. 
 

Table 1. Number of exam results obtained from different exam times. 
 
Time  Spring 2016  Fall 2016  Spring 2017  Fall 2017  Spring 2018 
# of exams  2  179  505  76  36 
 
Flexibility test 
The 45‐minute flexibility test measured students’ ability to produce standard and innovative strategies 
in linear equation solving. The test contained 12 flexibility‐eligible tasks and three phases. The equa‐
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tions are listed in Table 2. In the first phase (15 min), students were prompted to provide one solution 
for each equation. In the second phase (20 min), they were asked to write as many solutions as possible 
for each equation. In the third phase (5 min), students were asked to circle the solution they considered 
“the best” for each of the 12 problems. The test was previously used and validated in Xu, et al. (2017). 
 

Table 2. The equations in the test. 
 
1)  ૝ሺ࢞ െ ૛ሻ ൌ ૛૝  2)  ૜ሺ࢞ ൅ ૙. ૟ૢሻ ൌ ૚૞  3)  ૝ሺ࢞ ൅ ૜

૞
ሻ ൌ ૚૛ 

4)  ૝ሺ࢞ ൅ ૟ሻ ൅ ૜ሺ࢞ ൅ ૟ሻ ൌ ૛૚  5ሻ  5ሺݔ ൅ ଷ
଻ሻ ൅ 3ሺݔ ൅ ଷ

଻ሻ ൌ 16  6)  2ሺݔ െ 0.31ሻ ൅ 3ሺݔ െ 0.31ሻ ൌ 15 

7)  ૡሺ࢞ െ ૞ሻ ൌ  ૜ሺ࢞ െ ૞ሻ ൅ ૛૙  8)  8ሺݔ െ ଶ
ହ
ሻ– 11 ൌ 6ሺݔ െ ଶ

ହ
ሻ  9)  5ሺݔ ൅ 0.6ሻ ൅ ݔ3 ൌ 5ሺݔ ൅ 0.6ሻ ൅ 7 

10)  ૛࢞ି૟
૛

൅ ૟࢞ି૚ૡ
૜

ൌ ૞  11)  ௫ାଷ
ଷ

൅ ଷ௫ିଽ
ଽ

ൌ 1  12)  ହ௫ାହ
ହ

൅ ଺௫ା଺
଺

ൌ 6 

 
For  the problems on  the  flexibility  test,  the standard solution  typically  included  four steps: distrib‐
ute‐parentheses;  combine‐like‐terms;  move ݔ ‐terms  to  the  left  and  non‐ݔ ‐terms  to  the  right;  di‐
vide‐by‐coefficient. This method is typically taught to Finnish students. The innovative solution was 
more  efficient  as measures by  the number of  steps  and  the  technical difficulty of  carrying out  the 
steps.For instance, for the equation 4ሺݔ ൅  6ሻ ൅  3ሺݔ ൅  6ሻ  ൌ  21, the innovative steps were:  
7ሺݔ ൅  6ሻ ൌ  21  ֞ ݔ   ൅  6 ൌ  3  ֞ ݔ   ൌ െ3. 
The solutions were coded for type (standard, innovative or other) and correctness.  
 
In accordance with the definitions presented above, each student’s performance in the flexibility test 
was  coded by variables  flexibility  (F) and  spontaneous  flexibility  (SF). Furthermore,  each  task was 
scored for accuracy (ܽܿܿ) based on the correctness of the solution provided  in the first phase. Thus, 
each of  these variables  takes values  in  the range 0–12, 12 being  the highest. See Xu, et al.  (2017)  for 
further details.  
 
The Finnish national matriculation examination 
In Finland, about half of every age group attends high school (grades 10–12). In high school, students 
choose  between  two  tracks  in mathematics:  advanced  and  basic. Towards  the  end  of high  school, 
students take part in the so‐called matriculation examination consisting of exams in different subjects 
of their choice. 
 
The Finnish matriculation examination offers students many choices of which subjects to participate 
in. The only compulsory subject is mother tongue (Finnish). About a third of the students participate 
in the advanced mathematics exam, another third of the students participate in the basic mathematics 
exam,  and a  third do not  take  any mathematics  exam. Grades are given using a weighted normal 
distribution (see Table 1) in order to make results from different exams in the same subject compara‐
ble. The exam can be taken twice a year (spring and fall), and a student may participate in exams on 
three consecutive instances (including retaking exams) for their diploma. Note that the matriculation 
examination is not a university entrance exam but a high‐school leaving exam, the name being a his‐
torical legacy. 
 

Table 3. Distribution of grades in advanced mathematics in our sample and in Finland. 
 

Grade  Sample (݊ ൌ 85)  Finland 
laudatur (7) – highest  5 %  7 % 

eximia cum laude approbatur (6)  31 %  22 % 
magna cum laude approbatur (5)  36 %  27 % 
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cum laude approbatur (4)  14 %  22 % 
lubenter approbatur (3)  9 %  16 % 
approbatur (2) – lowest  4 %  4 % 
improbatur (0) – fail  1 %  2 % 

 
The mathematics exam consists of 13 tasks of which the student choses 10 (with several restrictions). 
The tasks mostly require not just an answer but also a complete argument for scoring points. For in‐
stance, in the spring 2017, Question 3 asked students to find the value of ݐ which minimizes the length 
of the vector ܿ௧ഥ  ൌ തܽ ݐ   ൅  ሺ1 െ  ሻ തܾ, whereݐ തܽ ൌ ଓҧ ൅ 2ଔҧ ൅ 3ത݇ and  തܾ ൌ 2ଓҧ ൅ 5ത݇. Question 9 asked students 
to show that ሺ݌ ൅ ݍሻሺݍ ൅ ݎሻሺݎ ൅  The exam also contained .ݎ and ݍ ,݌ ሻ is even for all positive integers݌
some more non‐standard tasks (e.g. finding errors in presented solutions).  
 
In this study, we treat the grades of the various matriculation exams as indicators of the proficiency of 
students in that subject. 
 
The students  in  this sample performed slightly above  the national average  in  the matriculation ex‐
amination (see Table 1 for the data on advanced mathematics students).  
 
Analysis 
We divided students  into four groups based on flexibility F: no flexibility (F score 0), low flexibility 
(score 1‐3), medium flexibility (score 4‐6) and high flexibility (score 7‐12). These cut‐offs were chosen 
partly to ensure reasonable size groups, and partly because the flexibility test was based on blocks of 
three similarly structured tasks. For spontaneous flexibility (SF) we used the groups corresponding to 
no SF  (score  0),  low SF  (1‐3),  and medium SF  (4‐10), because of  the  low number of  students with 
spontaneous flexibility.  
 
We first analyzed the relationship between (spontaneous) flexibility groups and accuracy in the flexi‐
bility test in our sample. For this, we use cross‐tabulations (Kerlinger & Lee, 2000, pp. 224–227) and 
Pearson correlation coefficients. 
 
Second, we consider average grades in different subjects of students in the different flexibility groups. 
We use ANOVA analysis (Kerlinger & Lee, 2000, pp. 307–433) to determine whether the groups’ av‐
erages differ statistically significantly from one another. We also use ANCOVA analysis (Maxwell & 
Delaney, 2004, pp. 399–468; see also Wright, 2006) to discount the effect of accuracy on grades.  
 
In the third subsection, we tabulate how many students in each group participated in each of the ex‐
ams. A߯ଶ(chi‐squared)  analysis  (Kerlinger & Lee,  2000, pp. 229–236)  is used  to determine whether 
participation in an exam differed statistically significantly between the flexibility groups. Participation 
is coded by a dummy variable, which takes value 1 if the student participated in a given exam and 0 
otherwise. The dummy variables are used  in a binary  logistic regression analysis  (Kerlinger & Lee, 
2000, pp. 808–811)  to determine whether participation  in an exam differed statistically significantly 
between the flexibility groups when controlling for accuracy.  
 
Finally, we study how big an effect selective participation could have on group averages based on a 
theoretical model presented in Appendix 1.  
 
In  all  tables we have  indicated by  increasingly dark  shades of gray  results  approaching  statistical 
significance  (0.05 ൏ ݌ ൏ 0.10), marginally  statistically  significant  (0.01 ൏ ݌ ൏ 0.05)  and  statistically 
significant (݌ ൏ 0.01). 
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Results 
 
Flexibility and accuracy in the sample 
Cross tabulations of accuracy (acc) and flexibility group (gF) are shown in Table 4. On the far right, we 
see that the number of students showing no flexibility was 54, while the low, med and high flexibility 
groups  contained  37,  31  and  27  students,  respectively.  Furthermore, we  observe  a  “triangle”  type 
relation between accuracy and flexibility, viz. there are no students with high flexibility and low ac‐
curacy, whereas there are some students with low flexibility but high accuracy. 
 
Note as well that the average accuracies in the flexibility groups were 4.54 (no flexibility), 6.65 (low), 
8.13 (med) and 9.44 (high). The correlation between the acc and F variables was 0.607 (݌ ൏ 0.0005). 
 

Table 4. Cross tabulations of acc versus gF. 
 
  acc 
gF  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  Tot 
No  3  5  2  11  4  11  5  7  4    1  1    54 
Low    1  1  4  4  3  4  5  6  1  5  2  1  37 
Medium          1  5  3  6  4  3  1  2  6  31 
High            1  1  1  4  7  5  4  4  27 
Total  3  6  3  15  9  20  13  19  18  11  12  9  11  149 
 
Cross tabulations of accuracy (acc) and spontaneous flexibility group (gSF) are shown in Table 5. On 
the far right, we see that the number of students showing no spontaneous flexibility is 110, while the 
low and med spontaneous flexibility groups contained 21 and 18 students, respectively. Furthermore, 
we observe an even stronger “triangle”  type relation between accuracy and spontaneous  flexibility, 
viz. there are no students with high spontaneous flexibility and low accuracy, whereas there are some 
students with low spontaneous flexibility but high accuracy.  
 
The average accuracies  in  the spontaneous  flexibility groups were 5.76  (no spontaneous  flexibility), 
8.62 (low) and 10.17 (med). The correlation between the acc and SF variables was 0.470 (݌ ൏ 0.0005). 

 
Table 5. Cross tabulations of acc versus gSF. 

 
  acc 
gSF  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  Tot 
No  3  6  3  15  8  19  13  14  13  3  5  3  5  110 
Low          1  1    3  5  3  5  2  1  21 
Medium                2    5  2  4  5  18 
Total  3  6  3  15  9  20  13  19  18  11  12  9  11  149 
 
The fact that only 26 % of students showed spontaneous flexibility in the test suggests that the spon‐
taneous  flexibility groups will not be very  reliable when dealing with  subsets of  students  taking a 
particular test. For instance, of students taking the basic mathematics test, 50 showed no spontaneous 
flexibility, only 1 showed low SF, and none showed medium SF. Consequently, results are presented 
below only for flexibility, not for spontaneous flexibility.  
 
A comparison of Tables 4 and 5 shows that 56 students (38 %) exhibited flexibility but no spontaneous 
flexibility. Thus, a quite large proportion of participants are capable of flexibility but not inclined to 
use this skill spontaneously. 
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Relationship between flexibility and matriculation exam grades 
Next, we  consider  the  relationship  between  flexibility  and matriculation  examination  results.  The 
following table shows the average grade in different subjects for the different flexibility groups along 
with some statistical measures. The number of students in each group is shown in Table 7, below.  
 

Table 6. Grade averages in advanced mathematics, basic mathematics, physics, chemis‐
try, mother tongue (Finnish) and average of all other exams by flexibility group 

(no/low/med/high). The last row is the average total number of exams taken. The column 
Levene shows the p‐value of Levene’s test for equality of variances. The column ANOVA 
shows the p‐value of an ANOVA test that all flexibility groups have statistically identical 
average scores. The column ANCOVA shows the p‐value of the flexibility group effect on 

the grade average in an ANCOVA test with acc as covariate. 
 
  Flexibility group       
Exam  No  Low  Med  High  Levene  ANOVA  ANCOVA 
Adv math  4.69  4.62  4.96  5.56  0.009  0.041  0.538 
Basic math  4.00  5.80  5.67    0.413  0.000  0.002 
Physics  4.22  4.23  5.00  5.25  0.279  0.150  0.244 
Chemistry  3.27  3.70  5.08  5.08  0.081  0.019  0.074 
Finnish  4.12  4.86  4.57  4.84  0.579  0.028  0.243 
otherAvg  4.35  4.74  4.78  4.97  0.365  0.120  0.948 
#exams  5.0  5.5  5.5  5.6  0.796  0.011  0.229 
 
From Table 6 we see a general positive trend, where higher flexibility is connected to higher average 
grades in all subjects. However, the ANOVA column in Table 4 indicates that the variation in Finnish 
and physics is not consistent enough for us to make statistically significant claims at the current sam‐
ple size. In addition to grades, students showing at least some flexibility participated on average in 5.5 
exams whereas those with no flexibility only participated in 5.0 exams.  
 
Furthermore, the low p‐values in Levene’s test for advanced mathematics and chemistry indicate that 
the ANOVA p‐values are not reliable in these cases. However, ANOVA is known to be a robust test, so 
the similar group sizes (for these two subjects, see Table 7) and the moderately small maximal differ‐
ence in variances (largest variance is only 80 % higher than smallest variance) mean that the p‐values 
can still be treated as fairly accurate (Harwell, Rubinstein, Hayes, & Olds, 1992).  
 
Table 6 suggest that there may be a different effect of flexibility groups between the subjects. It appears 
that physics and chemistry have  low scores for both no and  low flexibility and a  jump for medium 
flexibility, whereas advanced mathematics has better averages especially in the high‐flexibility group 
and even low flexibility is sufficient to give a large boost in basic mathematics scores. However, the 
number of participants  in the current study means that we cannot make reliable conclusions to this 
effect and we did consequently not follow‐up the ANOVA test with post‐hoc analyses.  
 
We turn now to the ANCOVA column of Table 6. As observed above, the correlation between F and 
acc  is  quite  high  ݎ) ൌ 0.607).  Therefore, we  studied whether  the  average  grades  differed  between 
flexibility groups also when we account for accuracy, i.e. use it as a covariate. As can be seen in the last 
column of Table 6, when accuracy is used as a covariate, only grades in Basic mathematics are statis‐
tically significantly affected by flexibility (with chemistry grades approaching statistical significance). 
 
Relationship between flexibility and matriculation exam participation 
It is important to notice that there is a lot of choice for students about which matriculation exams they 
participate in. This may affect the interpretation of the results on grade averages, as explained in the 
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next section. Before that, we study what effect flexibility group has on students choosing to participate 
in each of the five subjects under consideration, advanced and basic mathematics, physics, chemistry 
and mother tongue. Table 7 gives the total number of students participating in the exams and Table 8 
shows the percentage of students in each flexibility group participating in the exams.  
 
Note that participation in matriculation exams is related to some extent with the number of courses the 
student chooses to study in each subject, although students are not required to take the exams even if 
they have studied the courses. Nevertheless, students taking the physics exam will, on average, have 
taken substantially more physics courses than those not taking the exam, and similarly for other sub‐
jects. It is quite plausible that taking certain courses may influence one’s flexibility (in equation solv‐
ing). For  simplicity,  in  this  section, we only mention  the  reverse  relation, how  flexibility  relates  to 
taking exams, with further discussion on this issue in the discussion section.  
 

Table 7. Number of students participating in exams in advanced mathematics, basic 
mathematics, physics, chemistry and mother tongue (Finnish) in each flexibility group 

(no/low/med/high). The final column shows the p‐value of the ߯ଶtest that the distribution 
of students in a given test is independent of the flexibility group. 

 
  Flexibility group     
Exam  No  Low  Med  High  Total  ߯ଶ 
Adv math  13  26  28  27  94  0.000 
Basic math  38  10  3  0  51  0.000 
Physics  9  13  12  20  54  0.001 
Chemistry  11  10  13  13  47  0.122 
Finnish  49  36  30  25  140  0.987 
Total  54  37  31  27  149   
Table 8. Percentage of students in the flexibility group participating in exams in ad‐

vanced mathematics, basic mathematics, physics, chemistry and mother tongue (Finnish). 
 
 

  Flexibility group   
Exam  No  Low  Med  High  All 
Adv math  24  70  90  100  63 
Basic math  70  27  10  0  34 
Physics  17  35  39  74  36 
Chemistry  20  27  42  48  32 
Finnish  91  97  97  93  94 

 
From Tables 7 and 8 we see that flexibility has a very large effect on student participation in mathe‐
matics and physics exams, namely, even a small amount of flexibility substantially increases the like‐
lihood of choosing the advanced over the basic mathematics exam, whereas physics participation  is 
very likely with high flexibility, unlikely with no flexibility, and moderate with some flexibility. There 
seems to be a modest trend  in chemistry participation (higher flexibility related to higher participa‐
tion), however, the differences are not statistically significant. The Finnish exam is compulsory for all 
students, so it is not surprising that there is no selection effect here. 
 
We also investigate whether flexibility is related to participation in different exams over and above the 
influence of accuracy. To this end, a binary logistic regression model was used to predict exam par‐
ticipation with independent variables F and acc. The results are show in Table 9.  
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Table 9. Binary logistic regression analysis of the influence of flexibility and accuracy on 
the number of students participating in the exams. The middle columns show the sig‐
nificance level of the influence of the F and acc variables and the final column gives the 

Nagelkerke ܴଶ value of the two‐parameter model on student participation.  
 

Exam  p (F)  p (acc)  ܴଶ

Adv math  0.0000  0.0020  0.600 
Basic math  0.0001  0.0020  0.552 
Physics  0.0690  0.0003  0.318 
Chemistry  0.1750  0.0310  0.142 
Finnish  0.5110  0.2060  0.032 

 
From Table  9, we  see  that  both variables were highly  statistically  significantly  and  independently 
related  to participation  in  both mathematics  exams, with high  total  explanation degree  (ܴଶ ൐ 0.5). 
Participation was quite well predicted also  in physics  (ܴଶ ൌ 0.3) although  flexibility’s effect  is only 
approaching statistical significance. The effect for chemistry was smaller, and only related to accuracy. 
 
Estimating the effect of selection on flexibility‐group averages 
Above we suggested that the selection of which tests to participate in might influence the lack of grade 
average differences between different flexibility groups in mathematics, physics and chemistry after 
accounting  for accuracy. The premise of  the argument  is  that students  tend  to opt  for  the exams  in 
subjects where they are (relatively) strong. To take an extreme case, say students have perfect knowl‐
edge of  their strength and  follow  the previous maxim.  In  the no‐flexibility group, 17 % of students 
participated in the Physics exam, which by the assumption would be the top‐17 % of students in this 
group.  In  the high‐flexibility group, analogously  the  top‐74 % participated  in  the exam. Obviously, 
comparing the top‐17 % of one group with the top‐74 % of another group does not give accurate in‐
formation about the differences between the whole groups.  
 
In this section, we seek to estimate quantitatively the effect of this possible influence. The situation in 
mathematics is complicated by the fact that students have three options: take the advanced or basic 
mathematics test or take no mathematics test. Let us here focus on physics, which showed the clearest 
pattern of choice and relatively small difference in grade averages. 
 
Table 10 shows some theoretical calculations on how much this kind of selection effect can have on the 
average  (column Δz)  and  standard deviation  (column  sd)  compared  to  an  initial distribution with 
standard deviation equal to 1. (Details about the derivation of the table are given in Appendix 1). For 
instance, consider a medium influence level and selection rate of 20 %: the value 0.69 of Δz means that 
selective subgroup will have mean 0.69 standard deviations higher than the original group, and the 
value 0.92 of sd means that its standard deviation will be 92 % of the original group’s standard devia‐
tion.  

 
Table 10. How a selective subgroup differs from the whole population in terms of mean 
and standard deviation. In this table the whole population is assumed to be drawn from 
the normal distribution N(0,1). The different rows describe three scenarios where the skill 
level of the individual has high/medium/low influence on whether he/she is included in 

the subgroup. Details on the construction of this table are given in Appendix 1.  
 
  Selection rate 

Influence‐level 
20 %  40 %  60 %  80 % 

Δz  sd  Δz sd  Δz sd  Δz  sd 
high   1.32  0.56  0.91  0.62  0.61  0.70  0.33  0.79 
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medium   0.69  0.92  0.50  0.91  0.33  0.92  0.17  0.94 
low   0.16  1.00  0.12  1.00  0.08  1.00  0.04  1.00 
 
We note that in the “low influence” case there is a small effect on the average and a negligible effect on 
the standard deviation, whereas  in  the “high  influence” case both effects are substantial, especially 
when selecting only a small proportion (20–40 %). From our observed data on performance in physics 
(Table 4), we can calculate what  the  flexibility‐group averages and standard deviations would be  if 
every student would have participated in the test in each group. According to Table 5, 17 %, 35 %, 39 % 
and 74 % of students in the no, low, med and high groups participated in the physics exam, respec‐
tively. Therefore, we select from Table 10 the selection rates 20, 40, 40 and 80 for these four groups. 
Tables 11 and 12 show the averages for the medium and low influence cases. For instance, let us con‐
sider the no‐flexibility group with medium influence: we have estimated a mean of 3.24 with standard 
deviation 1.42; by the model, the selective subgroup (observed data) would have mean 0.69 standard 
deviations  higher  than  the  original  group,  i.e. 3.24 ൅ 0.69 · 1.42 ൌ 4.22, which  is  indeed  the  value 
given for this group in Table 6.  
 
We can perform an ANOVA analysis  to  find out  if  the corrected group averages differ statistically 
significantly from one another. In the case of medium influence (Table 11) we get statistically highly 
significant differences, ݌ ൌ ܨ ,0.004 ൌ 5.0286.  In  the  low‐influence case  (Table 12),  the group differ‐
ences are approaching statistically significant levels, ݌ ൌ ܨ ,0.071 ൌ 2.4845. 
 
We have, of course, not collected any data on the choice behavior of students. While some theories of 
human behavior (e.g. the theory of rational choice, see DesJardins & Toutkoushian, 2005, and refer‐
ences therein) might give some estimates, these are likely to be much too vague for precise predictions. 
The analysis does, however, establish a plausible explanation for the counter‐intuitive lack of effect of 
flexibility on performance in physics and mathematics.  
 

Table 11. Averages and standard deviation estimates for the whole group adjusted by the 
values in Table 1, with medium influence and 20, 40 or 80 % selection rate as indicated.  

 
gF  n  avg  sd  method 
no  9  3.24  1.42  med‐20 
low  13  3.11  2.25  med‐40 
medium  12  4.34  1.33  med‐40 
high  20  5.04  1.23  med‐80 

 
Table 12. Physics group averages and standard deviations adjusted by the values in Table 

1, with low influence and 20, 40 or 80 % selection rate as indicated.  
 

gF  n  avg  sd  method 
no  9  4.01  1.31  low‐20 
low  13  3.99  2.06  low‐40 
medium  12  4.86  1.21  low‐40 
high  20  5.20  1.17  low‐80 

 
Discussion 
 
We measured students’ flexibility and accuracy in the linear equation solving domain using 12 flexi‐
bility‐eligible tasks. High school students showed a wide range of flexibility behaviors, with 64 % of 
students displaying at least some flexibility. In contrast, only 26 % showed spontaneous flexibility, i.e. 
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the kind of  flexibility  that would  show  also on  a normal mathematics  test. This  indicates  that  the 
flexibility test tells us more about student flexibility than what could be gleaned from regular exams.  
 
We found that flexibility in the equation solving test predicted success in national matriculation exams 
1–2 years later in mathematics, chemistry and Finnish, as well as the number of different exams taken, 
whereas Physics or an other‐subjects‐average were not affected (Table 6, column ANOVA). However, 
when  considering accuracy as  co‐variate, only basic mathematics grades were  strongly affected by 
flexibility (Table 6, column ANCOVA).  
 
We were  surprised by  this  relative  lack of  flexibility  effect. Flexibility  is  seen as a  characteristic of 
mathematical experts (Heinze, Star & Verschaffel, 2009), and we expected high flexibilityto be related 
to good mathematics and physics grades. Furthermore,  it has been established  that procedural and 
conceptual mathematical knowledge predicts future procedural flexibility (Schneider, Rittle‐Johnson 
and Star, 2011), and also the opposite direction seems natural.  
 
There  are  several  possible  explanations  for  these discrepancies.  First, we measured  accuracy with 
flexibility‐eligible  tasks, which means  that  students  using  the  innovative  strategy  had  to  perform 
fewer and less complex steps to arrive at the answer than students using the standard solution. Con‐
sequently,  two  students who  are  equally  good  at  the performing  the  technical  steps  of  a  solution 
process would nevertheless get different scores on accuracy if one uses the innovative solution and the 
other uses the standard solution. This effect is limited by the fact that we assessed accuracy only dur‐
ing the first phase of the test, during which few students (39 out of 149) provided any innovative so‐
lutions. Nevertheless,  our measure  of  accuracy  also partially measures  flexibility  and  an  accuracy 
measure derived from non‐flexibility‐eligible tasks would likely have lower correlation with flexibility 
than ours. It follows by a comparison of the columns ANOVA and ANCOVA in Table 6 that taking acc 
as a covariate may  lead to an overly conservative estimate of the role of flexibility as a predictor of 
success the matriculations exams.  
 
Second, Heinze, Star & Verschaffel’s (2009) argument for the relation between flexibility and mathe‐
matical expertise focuses on representational flexibility, so it is possible that the link does not pertain 
to strategy flexibility. Concerning the study of Schneider, Rittle‐Johnson and Star (2011), we observe 
that it was conducted within a single area of mathematics, whereas we here consider the much broader 
generalization  of  flexibility  in  linear  equations  to mathematical  proficiency  in  geometry,  calculus, 
probability, etc. 
 
On the other hand, we showed that different participation rates between flexibility groups might have 
a substantial effect on the observed exam performance, if we assume that students are likely to par‐
ticipate  in  those exams where  they expect  to perform best.  In particular,  in physics,  this effect may 
explain why we did not find statistically significant grade averages between the flexibility groups. On 
the other hand,  in chemistry  there was  less of a selection effect and a greater outright  influence of 
flexibility on grades, which supports  this hypothesized effect. However, an alternative and equally 
plausible  explanation  is  that  participating  in  physics  and  advanced mathematics  classes  leads  to 
higher flexibility in equation solving contexts. The latter effect could be alleviated in future studies by 
collecting the flexibility data at an earlier date, at the beginning of high school when all students are 
still participating in the same courses.  
 
This study raises several questions, which are left for future research. If accuracy were not measured 
with  flexibility‐eligible  tasks, would  its  relation  to  flexibility  still be  as  strong, or would  flexibility 
emerge more clearly as an independent predictor?In Table 6, we observed some tentative differences 
between different subjects on what level of flexibility is required for higher performance, namely even 
low flexibility seemed better in basic mathematics, medium flexibility was required in chemistry and 
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physics, whereas advanced mathematics seemed to require high levels of flexibility. A broader study 
would be useful to lend credence to these observations.  
 
In this study, we considered the relation between flexibility in equation solving to grades in different 
subjects. If flexibility had been measured not in equation solving but some other domain, would the 
results still be the same? One could also consider the relationship between flexibility in mathematics 
(equation solving) and flexibility in the other domains, i.e. the transfer of flexibility across domains. 
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Appendix 1. The construction of Table 8.  
 
All numbers in Table 10 are based on theoretical calculations in the context of a base population drawn 
from the normal distribution ܰሺ0,1ሻ. The probability of being included in a subsample is modeled by a 
sigmoid  curve given by ଵ

ଵା௘షሺೣషೣబሻ/ೞ. The parameter ݏ determines how  steep  the  cut‐off  function  is: a 
small ݏ means that few individuals below the threshold value 0ݔ are included in the sample, whereas a 
large value for ݏ means that the curve is relatively flat and has less impact on the selection. The prob‐
ability distribution function (pdf) for the sub‐group was obtained as the product of the sigmoid func‐
tion and the pdf of the normal distribution:  

ܿ݁ି௫మ/ଶ

1 ൅ ݁ିሺ௫ି௫଴ሻ/௦, 

where the constant ܿ is chosen such that the total mass of the distribution is 1.  
 
For our analyses, we chose  four sub‐sample sizes ݎ (60 ,% 40 ,% 20 % and 80 %)  that we wanted  to 
inspect. The parameter ݏ was had values 0.2 (high influence), 1 (medium influence) and 5 (low influ‐
ence). These two parameters determine 0ݔ by the integral equation  

න
݁ି௫మ/ଶ

1 ൅ ݁ିሺ௫ି௫଴ሻ/௦ ݔ݀ ൌ ݎ
ஶ

ିஶ
, 

which was solved numerically with MATLAB. Once the parameters ݏ and 0ݔ were fixed, the resulting 
distribution was used to calculate the expected value and standard deviation. The resulting curves are 
shown in Figures 1–3.  
 

 
Figure 1. High influence of skill on choice (ݏ ൌ 0.2). The black curve is the normal 
distribution, whereas the dotted curves correspond to the 20–80 % sub‐groups.  
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Figure 2. Medium influence of skill on choice on (ݏ ൌ 1). The black curve is the normal 

distribution, whereas the dotted curves correspond to the 20–80 % sub‐groups. 
 

 
Figure 3. Low influence of skill on choice on (ݏ ൌ 5). The black curve is the normal 
distribution, whereas the dotted curves correspond to the 20–80 % sub‐groups. 

 
 
 
 


