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Abstract:  
Despite difficulties understanding the dynamics of complex systems only simple dynamical systems without feedback 
connections have been taught in secondary school physics. Consequently, students do not have opportunities to 
develop intuition of temporal development of systems, whose dynamics are conditioned by the influence of feedback 
processes. We present a research study on students' understanding of temporal development of simple dynamical 
systems. Students participating in the study were attending the final two years of a technical secondary school 
(gimnazija) program. Based on written equations for the rate of change of some quantity students had to qualitatively 
determine dynamical development. The study confirmed the initial hypotheses with regard to poor knowledge in the 
area of dynamical systems, irrelevant of year in secondary school or final grade in physics or mathematics. The results 
showed that most students understood the development of linear systems without feedback and based on equations, 
students were able to forecast the dynamical development of changing quantities. Issues arose in understanding 
systems with feedback connections that influence the nonlinear dynamical development of changing quantity. 
Especially with negative feedback connections that provide stabilization of changing quantities. The reason could be 
that in most of the cases they turned towards linear dynamical development of changing quantities. Frequently, they 
incorrectly concluded that the temporal development of changing quantities is the same to temporal development of 
current, which determines the state of quantity. As a response in overcoming such issues, we recommend a geometrical 
consideration of one-dimensional dynamical systems.  
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Introduction  
 
In  a modern  globalized world  there  are  different  natural  and  social  systems, which  describe  the 
interrelated  and  time‐varying  quantities.  These  systems  are  called  dynamical  systems, which  are 
becoming increasingly important (Strogatz, 1994; Williamson, 1997). A large number of quantities and 
complex links among them lead to dynamical behaviour. This can be quite difficult for individuals to 
understand (Dörner, 1989;  Sterman, 1989; Green, 1997; Jensen and Brehmer, 2003). For the purpose of 
teaching dynamical systems in the past decades, different approaches have been developed (Wiener, 
1948;  Bertalanffy,  1969;  Vester,  1986;  Rapoport,  1986;  Odum,  1984;  Ossimitz,  1998).  Out  of  these 
approaches,  system  dynamics  has  been  preferred  namely  because  of  the  simple  language  system 
(Forrester, 1958; 1961, 1969). System dynamics analyses complex dynamical systems using computer 
simulations. The basic  idea of system dynamics  is  to  investigate  in what way  the behaviour of  the 
system depends on  its  structure  as well  as  the  consequences of  a  systemʹs  response  to  changes  in 
individual parts of the system or the connections between them. The first basic elements for analysis 
and description of the system in the field of system dynamics are the quantities which determine the 
state of  the  system  and  change  through  temporal development of  the  system, which we  call  state 
variables. The second basic elements are flows that change the quantities (Hannon and Ruth, 2001). 
To  understand  temporal  development  of  the  system,  it  is  therefore  crucial  to  understand  the 
connection between the quantities which determine the state of the system and their flows. If original 
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research studies suggest that the main reason for poor understanding of dynamical systems is in its 
complexity,  the ground‐breaking research  from Booth‐Sweeney and Sterman  (2000) has shown  that 
most people have difficulties with understanding and forecasting the development of the system even 
in the simplest dynamical systems, which are described only by one state variable. The authors of the 
study  undertook  an  investigation  with  graduate  students  at  the  Massachusetts  Institute  of 
Technology (MIT) to determine to what extent they are able to understand basic systemic concepts, 
such  as  state  variables,  their  flows  and  time  delays  and  feedbacks.  Despite  the  fact  that  the 
individuals participating  in  the  study had  above‐average math  skills,  they did poorly with  simple 
tasks that require only an understanding of the links between state variables and their flows, such as 
the  link between  the water  level and  the  inflow and outflow  in a  tub. Subsequent studies  (Sterman 
and Booth‐Sweeney, 2002; Fisher, 2003; Zaraza, 2003; Kapmeier, 2004) have confirmed these results. 
To better visualize the structure of complex systems and for simulating their dynamics, graphically‐
based computer programs have been developed, such as Stella (Richmond, 2003), Dynasys (Hupfeld, 
1997) and Berkeley Madonna (Macey et al., 2000). Such programs are based on the language of system 
dynamics.  These  programs  allow  for  the  integration  of  graphic  elements  on  quantities,  which 
determine  the  state  of  the  system,  the  flows  of  these  quantities  and  parameters  in  a  simple  and 
transparent manner,  of which  a  flow  diagram  is  created  that  represents  the mathematical model, 
which  is  simulated  by  the  computer  (Fošnarič  et  al.,  2003).  These  programs  also  allow  us  to 
graphically display  time  varying  quantities,  thereby making  it  easier  to  visualize  the  influence  of 
connections among quantities on the dynamics of the modelled system. In the field of education we 
can find quite a few examples of the use of graphically oriented programs for describing real physical 
systems or to improve conceptual understanding of physics (Schecker, 1994, 1996, 1998, 1999; Lorenz, 
1999; Leisen and Neffgen, 1999; Goldkuhle, 1999; Wilhelm, 2000; Heck and Ellermeijer, 2009; Trout 
and  Sinex,  2011; Widmark,  2012).  In  some  studies,  graphically  oriented  programs  were  used  to 
facilitate  understanding  of  the  temporal  development  of  dynamical  systems. Zuman  and Weaver 
(1988) presented  the  results of  their  research study where  they  showed how eighth‐grade students 
using the Stella program were able to understand in a relatively short amount of time how feedback 
leads to exponential growth and were also able to learn to predict the time behaviour of the system 
and consequently transfer this knowledge to other areas. Similarly, Stella was used by Diane Fisher 
(2009), who investigated whether students ranging from 14 to 17 years of age were able to determine 
from the flow diagram if the described system exhibits growth or decline, how the growth or decline 
on the time graph would look like, as well as whether a feedback loop was present in the system. The 
results showed  that while students were  largely able  to  identify whether  there would be growth or 
decline, they did much poorer on the latter two tasks where they had to select the appropriate graph 
and recognize the type of feedback in the system. 
 
The  aforementioned  studies  were  mainly  confined  to  the  study  of  linear  feedback  that  lead  to 
exponential  growth  or decline;  however  there  is  a  gap  in  the  research  in  examining  the  extent  to 
which students are able to see how the dynamics of the system depends on various feedbacks.   The 
study of equations from the viewpoint of feedbacks in the field of physics is important for students 
because  in  this way  they  learn  to  recognize  the  same  concepts  in  a  completely  different  physical 
systems and understand that the solution of the equation in one case is also useful in other situations 
with  the  same  structure  of  feedbacks  (Ruby,  1991; Bitensky,  1997).   To  check whether  the  current 
teaching method  in schools encourages such an understanding, we conducted a study  in which we 
assessed the extent to which third and fourth year general secondary school (in Slovenian: gimnazija) 
students (17 and 18 year old) were able, on the basis of given equation for the rate of change of the 
state variable,  to predict  the  temporal development of dynamical systems with different  feedbacks. 
We were primarily  interested  in whether students would be able  to recognize  if  the quantity of  the 
state grows or declines, and whether the growth or decline would be increasingly faster or slower. We 
also  examined whether  students  understand  that  in  some  systems  changing  of  the  quantity will 
stabilize after a certain  time. To confirm  the  initial hypothesis  that an understanding of dynamical 
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systems in secondary school students is not encouraged, resulting in what is weak understanding, we 
analysed how  the results were dependent on  the year  in which  the student  is enrolled  in and  their 
final grades in physics and mathematics. 
 
The structure of the article is as follows: first we present the general theory of feedbacks and describe 
to which point of  temporal development  feedback  loops are developed, which are most commonly 
encountered in dynamical systems in secondary school physics. Then we show the basic features of 
secondary  school  physics  curriculum  in  Slovenia  and  analyse  the  extent  to  which  the  physics 
curriculum and mathematics curriculum are making possible  for  students  to develop  the ability  to 
understand dynamical development of dynamical systems as a result of  their structure. Afterwards 
we  describe  the  study,  present  the main  results  and  in  the  discussion  propose  ideas  for  further 
research. 
 
Feedbacks 
 
In addition  to state variables and  their flows,  the basic elements of system dynamics are feedbacks, 
with which  systems  respond  to  changes and  that  represents processes  in which  the value of  some 
quantity at some point, through cause and effect relationships, affects the value of this quantity in the 
next moment. Mathematically speaking, the feedbacks represent differential equations, where the rate 
of change of some quantity is dependent on the value of this quantity. Because it is quite difficult for 
secondary school students to solve differential equations analytically, it is reasonable to use numerical 
methods with  the use of  tabular  computer  tools,  such as Microsoft Excel  (Walter, 1989; Frank and 
Kluk,  1990;  Severn,  1999,  Lingard,  2003; Quale,  2012)  or  the  aforementioned  graphically  oriented 
computer modelling programs. In this way, students can build different models of dynamical systems 
by  themselves and explore which dynamical patterns can  frequently be encountered and how  they 
depend  on  the  structure  of  the  feedbacks.  System  sciences  for  such  simple models  of  dynamical 
systems with feedbacks which causes frequently observed types of behaviour, uses the term “generic 
structure” (Senge, 1990). These are used to understand the links between the structure and behaviour 
of the system, namely because findings on the behaviour of these systems can be transferred to other 
systems with the same structure. Often the behaviour of the system is more evident than its structure 
and as such we can combine the systems according to their behaviour. Consequently, we can explore 
the whole  spectrum  of  behaviour  that  is  possible  at  the  specified  structure.  Figure  1  presents  the 
patterns of behaviour of  such generic  structures  in  the  field of  secondary  school physics. Here we 
show  only  the  simplest  dynamical  systems  whose  development  is  described  only  by  one  state 
variable and where the dynamics is sufficiently simple that the students with secondary school math 
skills are able  to understand and solve what kind of  feedback cause such dynamics. The presented 
examples can be found in the systems, which can be covered also with secondary school knowledge 
of physics. 
 
Method 
 
In Slovenia, general and technical secondary schools’ (in Slovenian: gimnazija) primary purpose is to 
prepare  students  for  continuing  education  in  higher  education  and  in  promoting  as  well  as 
developing skills and competencies that every individual needs in her/his personal and professional 
life (Gimnazije Act, 2001).  For the purposes of this study, we focused on a technical secondary school 
(in Slovenian:  tehniška gimnazija), namely because  the students not only  receive general knowledge, 
but  also  obtain  fundamental  knowledge  from  the  field  of  engineering.  Typically,  general  and 
technical secondary schools are four years in length.  
 
 
 



188 European Journal of Science and Mathematics Education Vol. 3, No. 2, 2015 

 

Table 1. Basic patterns of behaviour in one dimensional dynamical systems in secondary school 
physics. 
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In technical secondary schools, physics is one of the compulsory subjects, which is taught at the basic, 
elective,  or matriculation  exam  level  (called:  matura),  the  latter  representing  the  highest  level  of 
secondary school physics that provides a suitable basis for  further study at universities  in scientific 
and technical fields (Planinšič et al. 2008). At this level, the physics curriculum includes a qualitative 
understanding of basic physical laws, but also places an emphasis on quantitative treatment of simple 
physical systems. For this reason, we are primarily interested to see whether the curriculum includes 
dynamical  systems of any kind. Review of  the  curriculum  showed  that  in  the matura  level physics 
program, major emphasis is on stationary phenomena as well as simple dynamical systems in which 
there  are  no  feedbacks.  Throughout  the  matura  level  program,  the  students  deal  with  only  one 
dynamical system with feedback, i.e. time changing the number of radioactive nuclei in the sample. 
As such, students through their physics course do not receive experience with feedbacks in physical 
systems. 
 
The focus of this research study is to examine whether students in secondary school can qualitatively 
predict the development of dynamical systems in physics and whether they can logically justify their 
prediction. Our  study was  conducted with 82  students  from year  three  (17 year old  students) and 
from  year  4  (18  year  old  students)  attending  the  technical  secondary  school  in  Slovenia. All  the 
students participating in the study chose the matura level physics programs. Out of the 82 students, 39 
students were in year three and 43 students in year four.  
 
By  the  time  this  research study was conducted, all students already had  topics  in mechanics, heat, 
electricity and magnetism, to which the questions in the research study were related. According to the 
math curriculum all participating students have already had: linear, root, square, power, exponential 
and logarithmic functions, exponential functions, polynomials and rational functions and were able to 
use these functions to model simple examples from everyday life. In addition to the year the students 
were  enrolled  in,  we  also  were  interested  in  the  final  grade  students  received  in  physics  and 
mathematics, namely to verify whether there were any statistically significant differences  in solving 
tasks with the year students were enrolled in and final grade they received in physics or mathematics. 
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Prior to the study, we determined the following hypotheses:  
I. Students recognize  that  the absence of  feedback  in  the system means  that  the state variable 

will change with time according to a linear function. A review of the physics curriculum has 
shown  that  students  in  secondary  school,  except  in  one  case,  learn  only  about  dynamical 
systems  in which  the rate of change of a quantity  is constant; so we expected  that students 
would be able recognize what form of equations leads to linear behaviour. 

II. On the basis of written equations for the rate of change of the state variable, students are able 
to  identify  if  the  value  of  this  quantity will  increase  or  decline. Despite  the  fact  that  the 
concept of derivatives students learn formally in their fourth year, they already encounter in 
year  one  of  secondary  school  through  kinematics  and  learn  about  the  importance  of  the 
tangent to the curve and know that if it is positive, the quantity increases, if it is negative, the 
quantity  declines.  Therefore,  we  expected  that  most  of  the  students  would  be  able  to 
determine from the given equations, if the quantity would increase or decline. 

III. Recognizing  temporal development of dynamical  systems does not depend on  the year  in 
which  the  student  is  enrolled  in.  Students  attending  physics  in  their  fourth  year  discuss 
radioactive decay as a single dynamical system with feedback, but the nature of the feedback 
is not emphasized. Despite the additional hours of physics, students do not receive additional 
experience in the development of dynamical systems. 

IV. Recognizing temporal development of dynamical systems does not depend on the final grade 
in physics. This hypothesis relates to the explanation in the previous paragraph. 

V. Recognizing temporal development of dynamical systems does not depend on the final grade 
in  mathematics.  The  curriculum  for  secondary  school  mathematics  does  not  assume 
dynamical systems, and therefore we expected that the final grade in mathematics would not 
affect the understanding of temporal development of dynamical systems. 
 

Results 
 
Below we  present  the  results  of  a  test  that  consisted  of  six  cases  of  physical  dynamical  systems 
(Appendix A), in which students from prepared graphs (Appendix B) were asked to choose the one 
graph  that most  accurately describes  the  temporal development of  a  certain quantity.  In  addition, 
they had  to use  the concepts which  they had  learned  in physics and mathematics  to briefly explain 
the  reasoning  of why  a  specific  graph was  selected.  In  doing  so, we  avoided  some  of  the  classic 
secondary  school  examples  such  as  charging  or  discharging  the  capacitor,  namely  because  some 
students covered such examples in other subjects and we wanted to avoid answers chosen based on 
memory, but on the basis of physical or mathematical reasoning. 
 
On  the  first  task,  students had  to  choose a  time graph of  speed  for a ball which moves under  the 
influence  of  gravity  and  linear  resistance.  According  to  the  physics  curriculum  students  become 
familiar  only with  the movement  under  the  influence  of  constant  forces while movements with 
changing  acceleration  (except  harmonic  oscillations)  are  not  covered.  Figure  1  presents  studentsʹ 
responses to the first task. Distribution of the responses shows that only 10% of students responded 
correctly (response e). Almost 40% of the students believed that the speed increases linearly (response 
a), which  is  attributed  to  the  fact  that  in  secondary  school,  students  learn  only  about  a  freefall  in 
which the velocity increases linearly with time (response b).  More than 60% of the students thought 
the graph of velocity vs. time is either linear growth and decline (responses a and b), which testifies to 
the  poor  knowledge  of  negative  feedback, which  in  this  case  causes  smaller  changes  in  velocity, 
leading to a stabilization of the falling bodies velocity. This is due to the fact that the equation for the 
time variation of the acceleration is linear and students just easily applied it to velocity, without doing 
any  deeper  thought  in  physics,  whether  such  a motion  even makes  sense. With  regards  to  the 
identification of the growth or decline of the quantity of the state on the basis of the written equations, 
in  this  case we  see  that most  of  the  students  (over  60%)  correctly  deduced  the  growing  velocity 
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(responses  a, d,  e,  f, g). Only  response  b  stands out as a  result of  the above‐mentioned  conclusions 
regarding linear course of time‐varying quantities. 
 
 

 
Figure 1. Distribution of student responses to the first task. Response e is the correct answer. 

 
The second  task was  the only one  in which  there was no feedback  in  the described system, but  the 
difference was between the outflow and inflow that was constant, which resulted in a linear increase 
of the height of the water level in the tank. Figure 2 presents student responses to the second task. 
 

 
Figure 2. Distribution of student responses to the second task. Response a is the correct answer. 
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In this task almost 70% of students answered correctly (response a) and most of them also correctly 
reasoned their answers. A  large percentage of correct answers was no surprise, because students  in 
physics become acquainted with linear examples and know how to recognize and understand them. 
Among the wrong responses, response  e stands out, which judging by the comments students made 
was mainly due to the fact that students misunderstood the task and assumed that once the tank  is 
full the height cannot be changed any more. 
 
The  third  task  describes  the  cooling  of water  in  a  container, wherein  the  speed  reduction  of  the 
temperature  difference  is  proportional  to  the  temperature  difference  itself, which means  that  the 
water  temperature  exponentially  approaches  an  ambient  temperature.  Figure  3  presents  student 
responses to the third task. 
  

 
Figure 3. Distribution of student responses to the third task. Response c is the correct answer. 

 
More  than  40%  of  the  students  correctly  identified  the  exponential  time  declining  of  temperature 
(response c). In their justification, they mostly reasoned with the phrase ʺtemperature decreases more 
slowly, because the difference between the temperatures is decreasingʺ and ʺat a higher temperature 
water quickly dissipates heat to the surrounding area.” The fact that when the rate of change of some 
quantity  is proportional  to  the current value of  this quantity,  it changes with  time according  to an 
exponential  function,  judging  by  their  responses,  none  of  the  students  recognized  this.  A  large 
percentage of students (nearly 20%) responded that the temperature decreases  linearly (response b), 
which was attributed to the fact that the ambient temperature is constant but they overlooked that the 
conduction  rate must be  reduced because  the water  temperature decreases. More  than  14% of  the 
students  correctly  deduced  that  the  conduction  rate  is  declining  but  instead  of  exponential 
dependence  they  selected an  inverse  relationship  (response  i). They did not  recognize  that  for  this 
example, the initial result is not the initial value of the temperature difference, but an infinitely large 
value  of  this  difference.    It  is  interesting  to  note  that  in  this  case most  of  the  students  correctly 
identified the exponential decrease while in the first task the exponential convergent growth was not 
recognized.  This  only  reinforces  the  already  mentioned  fact  that  students  solve  tasks  trying  to 
remember if they have already solved similar tasks while they do not pay attention to the nature of 
the feedbacks in the equation. 
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The  fourth  task  described  happenings  on  the  surface  of  the  lake  which  due  to  long‐term  low 
temperature  freezes,  with  temperature  difference  between  ambient  temperature  and  water 
temperature being constant. Students had  to  respond  to  the question of how  ice  thickness changes 
over time with the rate of change of the ice thickness being inversely proportional to the current value 
of the latter. Figure 4 presents student responses to the fourth task. 
 

 
Figure 4. Distribution of student responses to the fourth task. Response g is the correct answer. 

 
Only 6 students (7.3%, response g) answered correctly but none of the 6 students were able to justify 
why the chosen graph was correct. We could assume that the correct response was more the result of 
guessing  than  understanding. Among  the  incorrect  responses,  response  e with  26%  of  responses 
stands out. The response deals with the graph that illustrates the exponential convergence to the final 
value. According  to students arguments, we assume  that most of  them  recognized  that  the growth 
rate of  ice  thickness must decrease but  they argued  that  sooner or  later  the  thickness would  reach 
such a value that conduction rate drops to zero and the thickness would not change anymore. Among 
the other  responses  a and  b  stand out, which  illustrate  linear growth and decline. We also can  see 
from the responses that quite a large number of students (nearly 40%) did not understand the physics 
of events, as they responded with decline (or reduction) in the thickness of ice (responses b, c, h, i, j). 
More than 10% incorrectly responded with i which illustrates the inverse relationship is the result of 
written equation for the rate of change of the ice thickness, which is proportional to the inverse of it 
and the students only transferred it to the time changing of the thickness of ice. 

 
The fifth task similarly, as the first, describes the movement with the presence of the resistance force 
but in this case this force is proportional to the square of the velocity. Figure 5 shows the distribution 
of student responses to this question and comparing this distribution to the distribution  in Figure 1 
we can see that the students interpreted two very similar physical situations completely differently. 
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Figure 5. Distribution of student responses to the fifth task. Response e is the correct answer. 

 
The correct response was given by 18% of the students who similarly, as with the first task, were able 
to correctly justify that the rate of change of the velocity is greatest at the beginning and decreases to 
zero when the weight becomes equal to the air resistance. Of the incorrect responses, response f with 
more than 30% and response d with more than 20% of the student responses stands out. Such a large 
number of f responses show that many students do not understand the physics behind it in that the 
slope of  the  tangent  to  the  curve on  the graph  speed vs.  time.  In  this  instance,  students made  the 
wrong  assumption  that  the  acceleration  is  zero  at  the  beginning  and  then  it  increases  and  then 
decreases  and  finally  turns  back  to  zero.  From  a physics point  of view, when  there  is  zero  initial 
velocity  and  zero  initial  acceleration  than no  speed  is  changed  to  any bodies. With  this  reasoning 
students easily could have eliminated this response. 
 
The sixth tasks describes pouring water from one container to another and then to a third one. The 
rate of water running out of the first two containers is proportional to the current height of the water 
level  in  the  container.  In  the  first  container we  are dealing with  the  exponential decreasing of  the 
water  level which was recognized by almost 32% of  the students. More  than half of  them properly 
substantiated  that  the  rate of decline  in  the height must  also decrease. Despite  this  almost  48% of 
students  circled  response  b  and  this  is  similar with  the  responses  to  the previous  tasks where we 
determined that the linear view of the world is strongly rooted in students. Figure 6 presents student 
responses to the sixth task (item A). 



European Journal of Science and Mathematics Education Vol. 3, No. 2, 2015 195 
 

 
 

 
Figure 6. Distribution of student responses to the sixth task (item A). Response c is the correct answer. 
 
The second container  is  initially empty and then begins to fill up, but at the same time the water  is 
running out. Therefore, the second container is filling up slower and slower and after a certain time 
level  reaches  the maximum height. From  that moment  the outflow  is greater  than  the  inflow, but 
outflow also decreases with time. As such, the correct response is l and was recognized only by a little 
more than 10% of the students. Most of the students (44%) correctly determined that the height of the 
water level  in the second tank should rise and then fall, but once again they choose a response that 
showed linear behaviour. Figure 7 presents student response to the sixth task (item B). 
 

 
Figure 7. Distribution of student responses to the sixth task (item B). Response l is the correct answer. 
 



196 European Journal of Science and Mathematics Education Vol. 3, No. 2, 2015 

 

At the start, the third tank is filling faster and faster. The filling is the fastest when the outflow from 
the  second  container  is  the greatest. From  that point on  the height  is growing more  slowly which 
means that the correct response is  f representing an S‐shaped graph. 18.3% of the students correctly 
answered  this  question  but were  unable  to  substantiate why  this  graph was  correct. Among  the 
incorrect responses dominates the linear increase of the height with 34% of responses, followed by the 
exponential growth with 25.6% of all responses. A relatively small number of correct responses was 
not  a  surprise,  but  it was  expected  that  the majority  of  students would  recognize  that  the  third 
container must at some moment fill more and more slowly and would select the graph of convergent 
growth. However,  there was  slightly more  than 10 % of  students who  choose  response  e. Figure 8 
presents student responses to the sixth task (item C). 
 

 
Figure 8. Distribution of student responses to the sixth task (item C). Response f is the correct answer. 
 
To confirm or  reject  the  third,  fourth and  fifth hypothesis, we used a  χ2  test  to determine whether 
there were any statistical significant differences between student responses in relation to the year of 
secondary school enrolment and final grade in physics and mathematics. The results of the analysis 
are shown in Table 2. 
 

Table 2. The value of chi‐squared coefficient (χ2) and its significance level (p)  
 

  Year of secondary school 
the students attend 

Final physics grade  Final mathematics grade 

  χ2  p  χ2  p  χ2  p 

Task 1  11.308  0.185  24.366  0.441  24.960  0.408 

Task 2  8.468  0.389  26.138  0.346  22.467  0.551 

Task 3  13.681  0.188  30.378  0.446  24.582  0.745 

Task 4  17.901  0.084  38.024  0.251  38.920  0.221 

Task 5  9.201  0.419  38.834  0.066  23.659  0.649 
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Task 6A  20.052  0.001  11.304  0.731  16.369  0.358 

Task 6B  12.107  0.356  36.503  0.309  28.363  0.697 

Task 6C  12.855  0.076  22.867  0.351  35.445  0.025

* Note: If p <0.05 then the variables are related to each other and we reject the null hypothesis. 
 
Table 2 shows  that  in  task 6  (item A)  there were statistically significant differences  in solving  tasks 
according to the year of secondary school enrolment and with task 6 (item C) according to students 
final grade in mathematics. In all other cases there were no differences, which actually confirms the 
previously mentioned  fact  that  students  in  secondary  school do not have opportunities  to develop 
intuition regarding temporal development of dynamical systems. Despite the fact that students in the 
fourth  year  had  approximately  130  hours  of  physics  and  170  hours  of  mathematics  more  than 
students in the third year and in addition, had had calculus in mathematics and radioactive decay in 
physics as the only secondary school example of a dynamical system with feedback; in seven of the 
eight  tasks  there were no differences between  them. Moreover  in  task 6  (item A) most of  the  third 
year students responded correctly while the majority of the fourth year students circled a graph that 
was showing a linear decline. According to these results the topics covered in the fourth year does not 
help to improve understanding of time behaviour of dynamical systems. 
 
Analysis of answers on task 6 (item C) showed that students who had a final grade in mathematics of 
2 (ECTS=D) or 3 (ECTC=C) in most cases circled responses a and d, while students with a grade of 4 
(ECTS=B) or 5 (ECTS=A) to a greater extent circled the correct response f. This indicates that students 
with  a  higher  grade  in  mathematics  should  have  been  able  to  justify  the  correct  answer,  but 
nevertheless none  of  them were  able  to properly  justify  or  at  least  indicate why  response  f  is  the 
correct response. 
 
Discussion 
 
The purpose of this research study was to investigate the extent to which students of third and fourth 
year  technical  secondary  school  in  Slovenia  are  able  to  think  about  temporal  development  of 
dynamical systems. For  this purpose, students received six  tasks with different dynamical systems, 
where  the  equation  for  the  rate  of  change  of  the  state  variable was  presented  and  students were 
required to select the graph that best shows temporal development of this variable. Similar tasks are 
represented  as  a  standard  repertoire  in  textbooks  of  linear  motion,  where  students  learn  the 
importance of slope of the tangent on the curve in graphs of time changes of speed and position, the 
students were  equipped with basic knowledge needed  to analyse  the  tasks  for  the  research  study. 
Results showed that students understood the examples with no feedbacks in the system, which was 
no surprise, as we have already discovered that the matura level physics curriculum program largely 
promotes such cases. This confirms the first hypothesis. We can accept the second hypothesis as well, 
because in all cases the majority of students correctly concluded, whether there would be growth or 
decline  of  the  state  variable.  The  results  also  pointed  out  a  simplification  of  real  situations  and 
excessive  treatment of  linear cases as a significant problem  in schools. Because of  this,  the students 
thought the nature is linear, because in five cases a linear decline or increase was the most common 
answer and in further two, the second most common. This research study also shows an interesting 
fact  that was described  in previous studies  (e.g. Booth‐Sweeney, 2000; Atkins et al., 2002; Ossimitz, 
2002; Pala and Vennix, 2005; Cronin, 2009) where  it was found that many people compare different 
cases by the conclusion that the time change of some quantity must be similar to the time change of 
rate of change. This fact was most obvious in all the questions except the second and fourth. 
 
The results also confirm hypothesis III – V, which suggests that an understanding of feedbacks and 
their impact on temporal development of physical systems is very weak by all students regardless of 
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year of  schooling or grade obtained  in physics  and mathematics. This  requires  a  longitudinal  and 
more  systematic  approach  to  teaching  feedbacks  in  physics.  There  are many  dynamical  systems 
whose  physical  background  is  not  too  difficult,  which  could  be  addressed  in  secondary  school 
physics. Such examples include for instance falling with air resistance, charging and discharging the 
capacitor,  nonstationary  heat  transfers, water  rockets,  leakage  of water  from  a  container,  simple 
models  of  global warming,  bungee  jumping  and  the  rise  and  fall  of  a  current  in  a  coil.  Because 
analytical treatment of these cases in secondary school is not an option, a reasonable solution seems 
the  numerical  and  geometrical  treatments.  While  the  numerical  approach  with  tabular  and 
graphically  oriented  computer  tools  teaching  physics  has  been  discussed  already,  a  geometrical 
approach offers  itself as a good  introduction  for understanding dynamical systems  (Strogatz, 1994). 
With a geometrical approach we are  looking  for qualitative solutions of dynamical systems and we 
are not focused so much on quantitative results. Geometrical treatment of one dimensional dynamical 
systems from a mathematical point of view is sufficiently simple for students in secondary school to 
understand.  As  such,  it  represents  a  good  way  to  help  students  to  develop  an  intuition  about 
relationships between feedbacks and dynamics of systems. Because studies on the use of geometrical 
methods  in  secondary  schools have not been conducted, our  initial  results provide a good  starting 
point for further research in this area. 
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Appendix A: Test 

RESEARCH ON UNDERSTANDING TEMPORAL DEVELOPMENT OF PHYSICAL SYSTEMS 

Name and surname:                Class: 
 
Average grade in physics in current year (circle):   1  2  3  4  5 
Average grade in mathematics in current year (circle):  1  2  3  4  5 
   

1. In the container with the oil a tiny metal ball with mass m starts falling from rest. During 
the fall the weight  mgFg =  and the linear resistance kvFu = , which is proportional to the 

velocity of the ball are acting on it. Constant k is the proportionality factor depending on 
the  size  of  the  ball  and  the  viscosity  of  the  oil. We  described  falling  of  the  ball with 
Newtonʹs  law:  maFF ug =−  or  makvmg =− . For short  time  intervals Δt we can apply 

t
va

∆
∆

≈  and can rearrange the above equation:  v
m
kg

t
v

−=
∆
∆ . 

a. Write  down  which  of  the  accompanying  graphs  most  accurately  describes  how  the 
velocity of the ball changes with time. 

 
 
 
 

b. Briefly explain the reasoning why you chose the graph that you did. Try to describe your 
thinking  by  using  the  concepts  you  have  learned  in  physics  and  mathematics.  (An 
example:  in movement with  constant  acceleration we would  choose  graph A  for  time 
changing of velocity since every second  the velocity  increase by  the same value, which 
means that the steep of the graph is constant.)  
 
 
 

 
2. In an upright cylindrical container in which there is some water a constant volume flow of 

water ΦV1 flows in and outflows the constant volume flow ΦV2, which is smaller than the 
volume flow ΦV1. If S is the cross‐section of the container, the water level h in the container 

changes over time according to the equation:  21 VVt
hS Φ−Φ=
∆
∆

. 

a. Write down which of the accompanying graphs most accurately describes how the height 
of the water changes with time. 
 

 
 

b. Briefly explain the reasoning why you chose the graph that you did. Try to describe your 
thinking by using the concepts you have learned in physics and mathematics. 
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3. In a container with a wall surface S, a wall thickness d and the thermal conductivity of the 
walls λ  is  the mass m of water at a  temperature T1. Then we  shut down  the heater  that 
maintains a constant water temperature in the tank. In  the surroundings of  the container 
there  is  constant  temperature  T2  <T1,  and  because  of  that  the  heat  flows  in  the 

surroundings: 
d

TTSP )( 2−
−=
λ

 , where T is the current temperature of water. Due to loss 

of heat the water cools for ΔT:  Tmct
d

TTS
∆=∆

−
−

)( 2λ
 or 

mcd
TTS

t
T )( 2−

−=
∆
∆ λ

, where c 

is the specific heat of water. 
 
a. Write down which of  the accompanying graphs most accurately describes how  the 

water temperature in the container changes with time. 
 

 

 
b. Briefly explain the reasoning why you chose the graph that you did. Try to describe 

your thinking by using the concepts you have learned in physics and mathematics. 
 
 
 
 
 
 

4. Above the surface of the water in the lake on which the layer of ice is formed, there is the 
constant  temperature  T1, which  is  lower  than  the melting  point  of water.  The  thermal 
conductivity of  ice  is λ, qt  is  the heat of melting  the  ice,  the density of  ice  is ρ and  the 
temperature of the water is all the time equal to the melting temperature Tm. In the case of 
a  constant  temperature  difference  through  the  ice  flows  the  conduction  rate 

x
TTS

t
QP t )( 1−
=

∆
∆

=
λ

,  where  x  is  the  current  thickness  of  the  ice.  Because  of  the 

conduction  rate  flowing out,  the water  is  turning  into  ice: 
tq
QxSm ∆

=∆=∆ ρ . Combining 

the two equations, we get 
xq
TT

t
x

t

t

ρ
λ )( 1−

=
∆
∆

. 

a. Write  down  which  of  the  accompanying  graphs  most  accurately  describes  the  ice 
thickness with time. 
 

 
 

b. Briefly explain the reasoning why you chose the graph that you did. Try to describe your 
thinking by using the concepts you have learned in physics and mathematics. 
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5. A  skydiver  jumps  from  a  hovering  helicopter  and  free  falls  with  a  closed  parachute. 
During  the  fall  there are  two  forces acting on  the skydiver:  the constant  force of gravity 

mgFg =   and  air  resistance 2

2
1 SvcFu ρ= ,  where  c  is  the  drag  coefficient,  ρ  is  the  air 

density, S is the cross section of the skydiver in the direction of fall and v is the velocity of 
the  skydiver.  For  the  motion  of  the  skydiver,  Newtonʹs  Second  Law  of Motion  is  as 

follows:  maFF ug =−   and  consequently maSvcmg =− 2

2
1 ρ .  When  this  equation  is 

rearranged, we get the relationship for the rate of change of velocity  2

2
v

m
Scg

t
v ρ

−=
∆
∆

. 

 
a. Write down which of  the accompanying graphs most accurately describes how  the 

velocity of the skydiver changes with time. 
 

 
 
b. Briefly explain the reasoning why you chose the graph that you did. Try to describe 

your thinking by using the concepts you have learned in physics and mathematics. 
 
 
 
 
 

6. A vertical cylindrical container is filled with water. At the bottom of the container wall we 
drill  a hole  and  insert  a  tube  in  it. Through  this  tube  the water  flows  out, whereby  its 

velocity  is  proportional  to  the  height  h  of  water  in  the  container:  kh
t
h

−=
∆
∆ .  The 

proportionality constant k depends on the density and viscosity of the water, the length of 
the  tube and  the cross‐sections of  the  tube and  the container. Water  flows from  the  first 
container to the second container which also has holes with the tube at the bottom, from 
which the water flows in a third container, which has no outlet. Rate of water flow from 
the  second  container  is  also proportional  to  the  current height h of water  in  the  second 
container. Second and third containers are initially empty.  

a. Write down which of the accompanying graphs most accurately describe how the height of 
water in all three containers changes with time. 
 

 
First container                 Second container    Third container 

 
 
 

b. Briefly  explain  the  reasoning why you  chose  the graph  that you did. Try  to describe your 
thinking by using the concepts you have learned in physics and mathematics. 
  

 
 

 

 

 

   



European Journal of Science and Mathematics Education Vol. 3, No. 2, 2015 203 
 

 
 

Appendix B: Graphs attached to the test 
 

a) Linear growth 
 

 
 

c) Exponential decline 
 

 
 

e) Convergent growth 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

b) Linear decline 
 

 
 
d) Exponential growth 
 

 
 
f) At first exponential growth and then 

exponential decline (S‐shaped graph) 
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g) Root growth 

 
 

i) Function of reverse relationship 

 
 
k) Linear growth and decline 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h) Root decline 

 
j) Decline by the square function 

 
 
l) Exponential growth and decline 

 
 
 
 
 
 
 


